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Uber den Energieverlust elektrisch geladener Teilchen
in piezo-elektrischen Kristallen™

Von Joachim SeeBass **

Institut fiir Theoretische Physik der Technischen Hochschule Braunschweig
(Z. Naturforschg. 19 a, 284—293 [1964] ; eingegangen am 31. Oktober 1963)

Due to the coupling of electric and elastic fields in piezoelectric crystals a charged particle
moving in a piezoelectric crystal will loose energy by emission of mechanical radiation (ultrasonic
waves). After introducing some simplifying assumptions (1. we deal with the crystals as being
elastically isotropic, 2. we neglect the influence of the piezoelectric crystal on the electric field
of the particle) this energy loss is computed for cubic crystals, and it is shown to be in the range

of some 10 to some 100 keV/cm.

1. Einleitung

Bekanntlich erzeugt ein dulleres elektrisches Feld
in einem piezoelektrischen Kristall ein elastisches
Feld. Ein elektrisch geladenes Teilchen, das sich in
einem piezoelektrischen Kristall bewegt, wird also
auch ein elastisches Feld hervorrufen. Bewegt sich
das Teilchen mit einer Geschwindigkeit, die grofer
ist als die Ausbreitungs-Geschwindigkeiten der ela-
stischen Wellen, so wird es zur Ausbildung des ela-
stischen Feldes in Form von Macuschen Kegeln hin-
ter dem Teilchen kommen. Das Teilchen lauft —
bildlich gesprochen — dem von ihm erzeugten ela-
stischen Feld davon, d. h. es verliert Energie durch
Abstrahlung mechanischer Energie.

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, diesen
Energieverlust zu berechnen. Er stellt natiirlich nur
einen Teil des gesamten Energieverlustes dar. Die
tibrigen Anteile, die durch lonisation, Polarisation
usw. hervorgerufen werden, werden im Rahmen die-
ser Arbeit nicht in Betracht gezogen. Sie wurden von
Fermi ! berechnet.

Wir schlagen hier den gleichen Weg ein, wie ihn
FermI in der oben zitierten Arbeit ging: Wir be-
trachten ein elektrisch geladenes Teilchen, das sich
mit gleichformiger Geschwindigkeit in einem unend-
lich groflen piezoelektrischen Kristall bewegt. Das
von diesem Teilchen erzeugte elastische Feld wird
unter Benutzung von Fourier-Integralen berechnet
und in den Ausdruck fiir den Vektor der mechani-
schen Energiestromdichte eingesetzt. Durch Integra-
tion der Radialkomponente (Zylinderkoordinaten)
dieses Vektors iiber einen unendlich langen Zylinder,

* Auszug aus Dissertation, Technische Hochschule, Braun-
schweig 1961.

der die Bewegungsrichtung des Teilchens als Achse
hat, erhdlt man die pro Zeiteinheit abgestrahlte
Energie.

Wir beschrénken uns bei unseren Untersuchungen
auf Kristalle, die nur eine piezoelektrische Konstante
besitzen. Das sind die Kristalle der Klassen 23 und
43 m, z. B. Zinkblende und Natriumchlorat. Die
Matrixdarstellung des piezoelektrischen Tensors e;j;
lautet fiir diese Kristallklassen

0 0 0 0 e O

(0 0 0 ey 0 0
o 0 0 0 o e,.)-

Ferner machen wir folgende vereinfachende An-
nahmen:

1. Wir sehen die betrachteten Kristalle als ela-
stisch isotrop an. Die Matrixdarstellung des elasti-
schen Tensors c¢;j; lautet fir die oben erwidhnten
Kristallklassen

Ci1 Cr2 0
€12 €1y €2 O 0
€z €2 €y O 0
0 0 0 ¢4 O
0 0 0 0 c
o 0 0 0 o0

[=F=N—F=F-]

Cas

Der Tensor hat also drei voneinander unabhingige
Komponenten. Bei elastisch isotropen Kérpern sieht
die Matrix genau so aus wie oben. Zwischen den
Komponenten besteht jedoch die Beziehung

ca=%(c11—c12).

Diese Gleichung ist natiirlich bei den Kristallen der
uns interessierenden Klassen nicht erfillt. Wir wol-
len aber ihre Giiltigkeit annehmen, um das Problem
mathematisch traktabel zu halten.

** Jetzt: Institut fir Elektrophysik der Technischen Hoch-
schule Braunschweig.
1 E. Fermi, Phys. Rev. 57, 485 [1940].
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2. Wir vernachldssigen die Riickwirkung des ela-
stischen Feldes auf das elektrische Feld: Bringt man
ein elektrisch geladenes Teilchen in einen piezo-
elektrischen Kristall, so wird das urspriingliche elek-
trische Feld des Teilchens durch die Wechselwirkung
mit dem piezoelektrischen Kristall verdndert. Diese
Anderung vernachlidssigen wir, da sie beziiglich der
Komponenten des elastischen Verschiebungsvektors
Korrekturglieder hervorrufen wiirde, die von zweiter
Ordnung in den piezoelektrischen Konstanten sind.
Wir setzen also als elektrisches Feld im Kristall das
Feld einer bewegten Punktladung an, wie es sich aus
der MaxweLLschen Theorie ergibt.

In piezoelektrischen Kristallen zeigen die Aus-
breitungs-Geschwindigkeiten der elastischen Wellen
Anisotropie. (Mever und Porper? geben die Ge-
schwindigkeiten in speziellen Ausbreitungsrichtun-
gen fiir Kristalle vom ZnS-Typ an. Genauere Unter-
suchungen findet man bei MEeER und ScrustER 2.)
Durch unsere Annahme 1 wird die Anisotropie so-
weit herabgesetzt, dal nur noch der Einflul der
piezoelektrischen Konstanten tibrigbleibt. Durch die
Annahme 2 tritt aber auch dieser Einflul} nicht mehr
auf (die Korrektur am Quadrat der Wellengeschwin-
digkeiten hitte bei den von uns untersuchten Kristal-
len weniger als 1% betragen).

2. Die Feldgleichungen und der Vektor der
mechanischen Energiestromdichte

Um die Feldgleichungen und den Ausdruck fur
den Vektor der mechanischen Energiestromdichte zu
gewinnen, gehen wir aus von einem Variations-
prinzip

5
5fdtf£dr,:0. (2.1)
b

Die Lacrance-Dichte L sei eine Funktion der Kom-
ponenten des elastischen Verschiebungsvektors q,
deren ersten rdumlichen und zeitlichen Ableitungen
sowie der Koordinaten und der Zeit

Lzﬁ(ql’:‘%’QLaxzat), i9j=17273' (2-2)

Bei Variation der ¢; lauten die Eurer-LAcraNGE-
Gleichungen

gqﬁi N(aqt) Z

j=1

—0,i=1,2,3.
(aql/az,) !

(2.3)

2 H.J. G. Mever u. D. PoLpEr, Physica 19, 255 [1953].
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Diese Gleichungen Feld-
gleichungen.

Die zu den g; kanonisch konjugierten Feldimpuls-
dichten sind

reprdsentieren unsere

=3L/R¢:, i=1,2,3. (2.4)
Damit erhilt man die Hamizton-Dichte H des Feldes
3
H=>pigi—L
i=1
.. ar
=Ydiz>—L (2.5)
= o

Fiir die zeitliche Anderung dieser GroBe ergibt sich
unter Berticksichtigung der Feldgleichungen (2.3)

H Gi - oL oL
TR Z Oz;j [Z aql/az]) T

Wir setzen nun

| @

[©)

S — N G0k j=1,2,3, (2.6)
= 9(34¢i/3zj)
und erhalten dann
3H , & 3s; 3L
5 +j; =k (2.7)

Denkt man sich nun einmal L als nicht explizit von
der Zeit abhingend, so wird

OH/3t+divS=0.

Das ist genau der Energie-Satz in differentieller
Form. H ist die Energie-Dichte und S ist der Vektor
der Energiestromdichte. Hingt L explizit von der
Zeit ab, so steht das elastische Feld in Wechsel-
wirkung mit dufleren Systemen bzw. Feldern.

Wir machen nun fiir die Lacrance-Dichte £ den
folgenden Ansatz:

£=%QZ &~

i=1 4

3
Z z] Kl €ij €1t Z €hij Eh Eij »

i T 1= h7,i=1

N I\.\v-t

(2.8)

Darin entsprechen die ersten beiden Terme der kine-
tischen und potentiellen Energie des elastischen Fel-
des. Der letzte Term enthalt die Wechselwirkungs-
energie zwischen dem elastischen und dem elektri-

schen Feld. Mit Hilfe der Beziehung
_1(%a  %4i
&ij =2 (arj + Ox; ) 3
sowie unter Berlicksichtigung der Symmetrie-Eigen-

3 R. Meier u. K. Scuuster, Ann. Phys,,
[1953].

Lpz. (6) 11, 397
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schaften der c;j; und der e;; kann man die La-
GRANGE-Dichte umformen in

L=1¢ Z @ —3 Z Cijk (Sq, ) (%Zf)
i=1 i, ] k,l=1
+Z eii Ex ( ) (2.9)
h,i, j=1 i

Die Variation der g; ergibt nun die Feldgleichun-

gen
AT . (3o - 3 ey 2E2
TR j,k,l=’1]kl dzj \ da7 et “ Jzj
i=1,.2,3,

=0,

(2.10)

und die Komponenten des Vektors der Energie-
stromdichte

Z cijrr di (“ —)

i,k,1=1

Zeh”E;,qi, 7e=1,253:
h,i=1
(2.11)

Diese Gleichungen gelten noch fiir beliebige Kri-
stalle. (Sie enthalten aber nicht mehr die Riick-
wirkung des elastischen Feldes auf das elektrische
Feld.) Spezialisieren wir die Feldgleichungen nun
fiir Kristalle, die nur eine piezoelektrische Konstante
haben und die wir als elastisch isotrop ansehen, so
lauten sie

¢34 Aqi+ (cg1 — €44) 8‘ [divg] —o %,;'
=eyy (aEk SE,) . L, J,k=1,2,3 zyklisch!

(2.12)

Fir den Vektor der mechanischen Energiestrom-
dichte erhilt man

Si=8W+5®
mit Si(l) = (cll -2 044) éi div q

_ Z‘ qk(ath

und S;® = ey, [¢; Ex+ 91 E;],
i,j,k=1,2,3 zyklisch!

(2.13)

a"k), i=1,2,3, (2.14)

(2.15)

3. Methode zur Losung der Feldgleichungen

Es ist ziemlich schwierig, die Feldgleichungen
(2.12) direkt zu 16sen. Daher wird nun der folgende
Weg eingeschlagen: Wir stellen zunichst eine Diffe-
rentialgleichung fiir die Grofe ® = div q auf, indem
wir jeweils die i-te der Gln. (2.12) nach z; differen-
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zieren — dabei konnen wir jeweils beim ersten Glied
die Operationen A und J/x; vertauschen — und
dann die so gebildeten drei Gleichungen addieren.
So erhélt man

360 _ N 3 [3E | BEk

a0 - =% Z B {ax,. + ar]-']’
Jok=1,2,3 zyklisch! (3.1)

Mit den Abkiirzungen

d= Vo= Ausbreitungs-Geschwindigkeit der
= V€= elastischen Longitudinalwellen,

_ ey \ﬁ d [OEj aEk]
g =—-2r2 axl[an Sef

i,j,k=1,2,3 zyklisch!, (3.2)
lautet die Differentialgleichung fiir ®:

46 _ 130 _ = —g(r1).

@ 32 (8.3)

Diese Gleichung kénnen wir 16sen. Mit dem so ge-

wonnenen © gehen wir in die — etwas umgeform-
ten — Gln. (2.12)

a-ql 3E; 3E 36
cyy Aqi— 05, =Cu 8:;{ + Ty ] (€11 —c4q) B

L, J, k 1,2,3 zyklisch!,
die wir, mit den Abkiirzungen

b= Voulo= Ausbreitungs-Geschwindigkeit der
44/ elastischen Transversalwellen,

! _ JE; | »81‘;& @ 36
gi(r.4) = Cia [o:r/ Oz;j + (bz 1) 3z
i,j,k=1,2,3 zyklisch!, (3.4)

auch so schreiben konnen:

Agi— 3 'a-qgi = —gi(n1),

T i=1,2,3.

(3.5)

Diese Gleichungen sind vom gleichen Typ wie die

Gleichung fiir ® und werden daher analog gelost.
Eine Losung der Gl. (3.3) ist

O(r,t) = f/ g, t) G(r, 1, t,1) dr,.dt,

wobei die Integrationen iiber den gesamten Werte-
bereich der z;/ und ¢’ zu erstrecken sind. Da wir die
Bewegung eines geladenen Teilchens in einem un-
endlich groflen Kristall untersuchen und annehmen
wollen, dafl ©@ die natiirlichen Randbedingungen im
Unendlichen erfiillt, konnen wir die Greensche Funk-
tion von IwaneExko und SokoLow ¢ iibernehmen:

4 D. Iwanenko u. A. Soxorow, Klassische Feldtheorie, Akade-
mie-Verlag, Berlin 1953.
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G(r, 7, t1,t) = 1617—1‘ ffexp{ik(r—r’)—iw(z—t’)} T

287

+inr‘£,’,6<k2_ 2‘;) dr,dw.  (3.6)

1__
w?/a?

Wir wollen ein geladenes Teilchen betrachten, das sich mit konstanter Geschwindigkeit v in der z;-Rich-
tung bewegt. Dann wird die Funktion g (7, ¢) hinsichtlich ¢ nur von dem Argument Z; =3 — v ¢t abhingen
und wir kénnen g(7,¢) durch folgendes Fourier-Integral darstellen:

1

g, t) = s f g(K') exp{ilky z," + k' 2y + ks (x —v 1)1} dr,..

V2

Damit wird

O = o [[[[ [0 06) explila (k' k) +25' (k' ~ ko) +25' (b’ —ky) =1 (0~ ) )

L 1 . (6] B 2
exp{i(k'T—wit)} [P‘:wzflaf +in e 6<k2 _ ‘;’2)

dr,, dt dw dr,. dr, . (3.7)

Die Integrationen iiber dz,,, d¢’, do und dz,, lassen sich sofort ausfiihren und ergeben

O(r,t) = Vél’éz“fg(k) explilky x4 + by 25+ k3 Z5] } l

1

k2 4k + (1—2/a?) ky?

g k. 2 2 _ v 2
vim 0kt ket+ (1= D) b ). (38)

In analoger Weise gewinnt man Darstellungen fiir die Komponenten g; des elastischen Verschiebungsvek-

tors.
4. Die Berechnung von 0 =div q

Um die GroBle O (r,t) explizit angeben zu kon-
nen, miissen wir zunichst g (k) berechnen. Wie schon
gesagt wurde, nehmen wir an, daf} das elektrische
Feld von einer Punktladung e herriihrt, die sich mit
der konstanten Geschwindigkeit v in z5-Richtung in
dem unendlich groflen Kristall bewegen moge. Dem
entspricht eine elektrische Ladungs- und Stromdichte

0= e0(xy) O(xs) 0(x3—v1) =ed(z;) O(xs) O(Zs3),
Iy=ved(x;) 0(x3) O(x3—vt) =V 0q»

11 — 12 o O .
Die Potentiale ' und A miissen die Wellengleichun-
gen
1 32 1
V= aqe == %
1 324
und AA — " —ul

erfiilllen. Man kann leicht zeigen, daf}
A1=A2=0, A3=(U/C'2) vV

g(k) = — 2iee(3—p%) |

V2 7’ ecy
d. h., es wird nach Gl. (3.8)

O(r,t) = —

4adecy kP +k?+ (1—B2) ky?

;
[ o e v

eine Losung der Wellengleichung fiir A ist, wenn V'
eine Losung der Wellengleichung fiir V' ist.

Macht man nun unter Beriicksichtigung der Tat-
sache, dal V' nur iber das Argument Z;=25—vt
von ¢ abhéngt, den Ansatz

-1 [y
Vire = o [ V)
-exp{i[k, xl+k2x2+k3 Z]}de,, (4.1)

so erhilt man nach leichter Rechnung aus der Wellen-
gleichung fiir V':

V R S
Vi) = 5 kP kg (1—f2) kg

Br=v/c.

(4.2)

mit
Nach der Formel
E= —grad V- A
kann man dann die Fourier-Transformierten der

Komponenten der elektrischen Feldstirke und ihrer

raumlichen Ableitungen bilden. Damit erhalt man
gemal} Gl. (3.2)

Fy ko Ky

ie e (3—p% / ky ky ky exp{i[k, 2, + ks Iz'l'ksfs]l

kP ket + (152 ks’ )
tia rﬁﬂ' Ok + k2 + (1—va?) k?)|dv,.  (4.4)
1 g
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Zur Berechnung dieses Integrals fiihrt man zweckmifigerweise Zylinderkoordinaten im - und K-Raum ein
mit der 3-Richtung als Achse:

2
22+ 32 =12,

k2+kl2=x% ki=xcosqp, ky=xsing, k=k,
dr,=xdkdxdg.

zy=rcos D, zy=rsin®@, ZTz=x25—vt,

Damit geht (4.4) tber in

— 7i7e eu@‘ﬂ?) 1
o(r,1) = 4 7% ¢ cyy {keXp{ka3}/(/-+(1 B2 K2 |2+ (1—v?/a®) k2
- 2x
= k 2 9/ o 5 ixrcos(p—9) * d A\ dk 4.5
+lﬂ|k|6(z + (1—2v/a?) k)| | € cospsinpdy)dx : (4.5)
. i

Die Integration iiber ¢ 1afit sich nach einigen Umformungen ausfiihren und ergibt
—asin(2 D)1, (xr),

wobei I,(xr) die BesseL-Funktion 2. Ordnung ist. Bei der Integration iiber » mufl man die beiden Falle
v/a< 1 und v/a>1 unterscheiden. Bei v/a <1 liefert nimlich das Glied mit der o-Funktion keinen Beitrag
zum Integral, da das Argument der o-Funktion im gesamten Integrationsbereich keine Nullstelle aufweist.
Ohne auf weitere Einzelheiten bei der Integration liber # einzugehen, seien hier nur die Ergebnisse ange-

fithrt

O(r, 1) = — 1eeu@+y) sin(@ qj) kexp ik} (PP Ks(|k|yr) —a2Ky(|k|ar)} dk fir v/a<l,  (4.6)
3

4a%ep00?

Or,t) =— ieey (2472 sin(2 D) flcexp~{zl«:x3,l Ky (k|yr)+2 '2[N2(Ikla r) —

4a%ep0? ’A|I2]k|ar]}dk

fir v/a>1. 4.7)

In diesen Formeln sind die Ny(/k|a’r) und K, (| k yr) die Neumanyschen Funktionen bzw. die modi-
fizierten BesserL-Funktionen 3. Art. Ferner ist

a=V1-v?d’, a =Vv?fa®—1, y=V1-p2
Auch die Integration iiber k 1a3t sich geschlossen durchfithren. In der Tat erhalt man dabei fiir den Fall
v/a>1 einen Anteil von O, der sich in der Gestalt eines Macuschen Kegels hinter dem Teilchen ausbreitet.

Da die Integration tiber £ aber fiir die Berechnung der Energieabstrahlung noch nicht von Interesse ist, soll
sie hier nicht ausgefithrt werden.

5. Die Berechnung der Komponenten des elastischen Verschiebungsvektors

Die Ausgangsgleichungen zur Berechnung der Komponenten g; des elastischen Verschiebungsvektors lau-
ten in Analogie zu Gl. (3.8)

1 = : ’ 1
gi(r,t) = V2;3/91(k) eXP{l[k1x1+k2 x2+k3953]}[k2+k2_}j(*1* 2Jb?) kgt

+zn]—3| O (k2 + k2 + (1—22/b2) kg?) | dr,,.  (5.1)
3

Die Fourier-Transformierten g;(k) sind
gi(k) =i[ 1k () + by Ex () + == @(k)} ij,k=1,2,3 zyklisch!, (5.2)

wobei E;(k) bzw. Ek(k) die Fourier-Transformierten der entsprechenden Komponenten der elektrischen



ENERGIEVERLUST GELADENER TEILCHEN IN KRISTALLEN 289

Feldstiarke sind und
@’(k) _ 2168“(3 —p3 . ky ko by 1

V2atecy  kltthkl4 (1= kst [ kPt + (1—0%a?) ky?
J'iﬂ 8 (k2 + kp? + (1 —v/a?) ky?) |ist. (5.3)
3
Zur Integration fiihrt man wieder Zylinderkoordinaten im 7- und k-Raum ein. Die Integration iiber den
Winkel ¢ 148t sich wieder relativ leicht bewerkstelligen. Bei der Integration iiber # hat man jedoch nun drei
verschiedene Falle zu unterscheiden, namlich

+im

v<b, b<v<a und alv<ec.

Weitere Einzelheiten zur Integration sollen hier nicht mitgeteilt werden. Wir fithren lediglich das Ergebnis
an. Dabei wurden die Komponenten ¢; und ¢, gleich auf Zylinderkoordinaten umgerechnet gemaf

gr=qcos P+ qosin®, qo=gycosP—¢qysin®.

Man erhilt fiir die einzelnen Komponenten

+o0

gs(1,0) = — ei“,f;';ff) . eXP{ikfa}{[H (2+7%) (ZZ—I;:)} 7 Ke([k[y7) (]
—2+7) &R Kol klar) = [1- @+7) G| BKo(k[fr) b fir v<b,
+o0
as(r.) == NCD [eplika}{[1+@+2) (5-5)| 2 Kalklrn - @+ G2 Ka(blan)
s [1- e Blpe Ve kB0 =i E (k0] ki b<v<a, (5.5)
qa(,,t)=_%l,;s;2<02§1 exp{zkxs}{[1+(2+’/2) (% v,)]ysz(}kiyr)+i_;-(2+72>‘;§a’2 Na([k|or)
o) (5.6)

]k‘lg([k]a r)] [1_ (2472 1’}]/32 [Ng(]k]ﬂ’r) _i§712(ik|ﬂ’r)]}dk fir a<v<e,

+
_ ieeysin(2 P) exp{ths} 2 2y [@® B2\ 2
g-(7,t) = —iftiwve 5 { k| H1+y (2+7?) (;_; vg—>y]yK1([k|Vr)

—o0

L (249 §a3K1([k]ar) — [1+r+ @) S5 B k| Br)

= v?

T v

(5.7)

yr) ——a2K2(|k|ar) g /32K2(|k|/3r)”dkfiir v<b,

i i b ¥ i k Z. 2 a b o
g(r, 1) = e D) fexP{,‘kf_‘L}{[kIHI+y'—(2+y2)(vgr L) Kkl + @490 S Ky (k] ar)

—oo

Tf;,[lju/?—(2+y2) /3'222']/3'[N1(|k|ﬂ,’) "’|k’| Lk

(

e B b'ﬁ” [Nz(lk}ﬁ ) =i

_ 22+

r

2
2

v’,) 2Ky ([k|yr) — za2K2(]k|ar) (5.8)

i3 L2 k[F D)

D ]}dk fir b<v<a,
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i I F 2
qxnn—”;;gﬁm %ﬂ%fwwwp+f—@+wm;~§yﬂymuwyn

”(2+y2)—"

3Ny (ko' r) i 11 (|k|a’ r)}

(1er—+m 808 [N (k|

i (kI )”_?Ef;ﬁ ( ”*) PRk 7r) + 5% 0 [Na((k|a'r) i % Tl ko)

LA [Ne(ikfﬂ'r) 'M L(k|f r)”} fir a<v<e, (5.9)

go(r,) - LeaucnCR) m"———""{‘;f”’}{(lwﬂim [y Ky(k|yr) —BK, (| E|Bn)] _—_
+ 2@17) (U2 ~_’::;) PR([klyr) = G @Ko k|ar) + 5 PRk | A1) || dk fiir v<b,

go (1, 1) = ieecos2®) | eg{iklgs}{(u./z)\k;[yxl(myr)+';ﬂ’[N1(yk|ﬂ’r) "k[ L(k|fr)

4 2% ¢ 002

— 00

+ 2<2+72L[(g§ _ ‘v’;) 2Ky (|k|yr) - f 2Ky (|k|ar) (5.11)

r

S Mk B i b Q41

} fir b<v<a,

ga(r, 1) = LE0u R D) e‘p{"”s}{uw)lkl[7K1<Ik!yr>+ '?»ﬂ'[/vlu’kl/f'r)—i-’f‘ ll(fklﬂ’r)]]

4 n%e00? k|
2(2-rw2) (v2 1)2) 72 K ( |k|yr)+ 702 a2 [N2(Ik|a,'r)_ii:I12(ik!a’r) (5.12)
_;bz' '2[N2(Ik‘13 r)_zlk[l2'k]ﬂ r)”} fir a<v<e.

In diesen Formeln ist #= V1 —v2/b? und f = Vv?/b?—1

6. Die Berechnung der Energieabstrahlung

In Abschnitt 2 leiteten wir einen Ausdruck fiir die Komponenten des Vektors S der mechanischen Energie-
stromdichte ab. Um die pro Zeiteinheit abgestrahlte Energie zu berechnen, mufl man die Radialkomponente
von S iber einen unendlich langen Zylinder um die Bewegungsrichtung des Teilchens integrieren. Dividiert
man das so gewonnene Ergebnis noch durch die Geschwindigkeit v des Teilchens, so erhélt man den Energie-
verlust des Teilchens pro Weglidngeneinheit.

Die Radialkomponente von S ist

e ydi _ —_9qa ,qL »aq(b a‘h 1 3¢, 011457 49 - [3qr Oq,
S,=—c19-divg c“{ 24qr e Rg TE + 90 ra T oo, r]+93 813_‘L ar“
+e14{[¢rsin(2 D) + ¢o 005(2 @)]E3+Q3 sin(2 D) E,} . (6.1)
Fir £, und E, findet man leicht die Integral-Darstellungen
+o00 +o0
E,= — ;"Z' /kKO(]klyr) exp{ikz;) dk und E,— 4:§,éf}k|1<l(]k yr) exp{ik iy} dk.(6.2), (6.3)

Man mull nun — entsprechend dem betrachteten Geschwindigkeitsintervall — die Ausdriicke (5.4) bis
(5.12) sowie (6.2) und (6.3) in (6.1) einsetzen und dann integrieren. Das Fldchenelement, liber das inte-

griert wird, ist df=rd® dzy=rd® dz;.

An Stelle der ¢; setzen wir die konjugiert komplexen Gréfien ¢;* ein. Dann werden sdmtliche Terme von der

Form Sai (0
+o00 +ac { q]( )
Ox
const"r / <§(1)1;2g g;>d<1)fdk [dk dx3 exp{i(k' —k) Z3} {q;"(k)} \ / ! }\

. \{Ej(k’)}
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wobei die geschweiften Klammern die Integranden (ohne exp.-Faktoren) der entsprechenden Ausdriicke
(5.4) bis (5.12) sowie (6.2) und (6.3) bedeuten. Die Integration iiber @ ergibt in jedem Fall den Fak-
tor 77, und die Integration iiber Z; ergibt

270K —k).

Damit 148t sich auch die Integration iiber k" sofort ausfithren. Bei der abschlieBenden Integration iiber k
braucht man dann nur noch die in k£ geraden Glieder zu beriicksichtigen.

Man kann leicht zeigen, daf fiir v < b keine mechanische Energie abgestrahlt wird. In diesem Fall ist ndm-
lich der ganze Integrand eine ungerade Funktion von k. Wir brauchen also nur — wie es ja auch physikalisch
sinnvoll ist — die Fille b<v <a und e <v < ¢ zu betrachten.

Man erhilt fiir das Geschwindigkeitsintervall b<v<a:

(ﬂ”')b<v<a—e”"”“'f{~ 21— @+ 5|52 -2 B2 kKo (kyr) Io(kf 1)

ds T 8me oot
0
2 2y b% o] v® o 2)2 2y 0| g2 2 2 _ g2
+[20+m - @+ L8] K- (et [1- @+ K| 182-22%) 02— )]
B K k) LB ) + (=) [1- @490 B 2B R Kby r) LG )
2 7 '3
1- @+ 5] 182 - 0+ 1 [ b} k.
Die Ergebnisse fiir die ersten drei Integrale kann man aus Tafelwerken entnehmen (z. B. Rysuik-GrapsTeIN ®
oder GroBNER-HoFrEITER ). Beim letzten Integral mufl man die Integration an einer oberen Grenze k = ky,
abbrechen, da das Integral sonst divergiert. Wir werden spéter festsetzen, wie diese Grofe ky,,, zu bestimmen
ist. Das Ergebnis der Integration lautet:
(49), coca= St L [1- @+ L1082 - L 4y0)]] Hee (6.4)
b<v<a U

ds 4700t
1 (b 2 2)2 21(0%)2 2 2 4162 0 2
— = (H)|ermrasmrezm (G - 120429 +22-15 +2e-m)]
In analoger Weise erhélt man fiir das Geschwindigkeitsintervall a <v<e¢:
aw __felcu [po 2)2 _ 2) 8°| rgre _ 2) 1| Fmax
I S e e
2 2\2 2
— (&) [erm a2 (5] - 20420 +2@-M1 5 422 -))

rou(1- 2) @4+ e B L (1 ) (6.5)

Cas v?

— (1473) %;[1_y2+(2+y2) (1_ Zi)])]}

+[(1 +¥) +

7. Diskussion der Ergebnisse

Wie man an den Formeln (6.4) und (6.5) sieht, ist es zweckmaBig, die Energieabstrahlung hinsichtlich
der Wellenart (Transversal- bzw. Longitudinalwellen) und nicht hinsichtlich verschiedener Geschwindigkeits-
bereiche zu unterscheiden. Dann ist die Energieabstrahlung durch Transversalwellen gegeben durch

(dZ) __feal «(1—i§>{[(1+72)2£’;+[1——(2+y2) QEZJE@X,
trans v v v

ds 47ecy, 4
— 2BV [ erm a1 (B - 20429 +r@-M15 -
/43 v V'
fir b<v<e (7.1)

5 I. M. Rysuik u. L. S. Grapstery, Summen-, Produkt- und 6 W. Grosner u. N. Horrerrer, Integraltafeln, 2. Teil, Sprin-
Integraltafeln, Deutscher Verlag der Wissenschaften, Ber- ger-Verlag, Wien-Innsbruck 1950.
lin 1953.
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und die Energieabstrahlung durch Longitudinalwellen ist

2

daw _ ey’ a 1_a>2 5 { oy Bmax 1[ 9y @t 2](12} .
(ds)long_4,,ng11 Uz( (2+7%)1(2+77) 1 2 Z’)(l-i—}/)v2 i fir a<v<e. (7.2)

2

Wir wihlen nun die Grofle kyay als kpax =2 /2 ,

wobei

3
Amin = V

47 V]u -
3 NL

1/ 4am

~Vsem

die von Bor~ und BrirLouin eingefiihrte kleinste Wellenlange fir elastische Wellen ist. Damit wird

aw _ meteyt 3;/(355]14)2 . (1— bz){ 1 2)2 b*
(ds )truns_ 4 &%cyy ] 4daM 12 ( +77) v? +

— (Y GV [ermtasmz ez (S) - 2ar2) -5+ re-m )

T r

L4 LT 1 ///73E\Y1;>£, a* (IA‘12>2 2492 {2 2y 1
(ds)long* 4 & ¢y ]/<4:1M v? v? (2+7%)  2+7) n?

Es soll nun gezeigt werden, dal die von r ab-
héngigen Terme in (7.3) und (7.4) vernachlassigt
werden konnen. Dazu sei zunidchst festgestellt, dal}
immer r> 44, sein muf}, da es wenig sinnvoll ist,
bei Bereichen, die kleiner sind als eine Gitterzelle,
noch von einem elastischen Feld zu sprechen. Man
denke sich nun diesen kleinsten Wert fiir r in (7.3)
und (7.4) eingesetzt. Dann bewirken die von r ab-
hingenden Glieder schon bei so kleinen Geschwindig-
keiten wie etwa v=2b oder v =2 a gegeniiber den
von r unabhéngigen Termen nur eine Korrektur von
der Groflenordnung 1%. Diese Korrektur nimmt
nach groBeren Geschwindigkeiten hin rasch ab. Wir
konnen also, ohne einen groflen Fehler zu machen,
die Energieabstrahlung folgendermalien angeben:

(), G52t Y/ (Bey
{II<12}
{p-posrrt e 8 0
fir b<v<e,

(s“Z _acter]/ 3’&%)2
ds /long 4 & ¢y ] daM

. {(2+72)2 ‘,Z: (1— Z:)z}fiir a<v<c. (7.6)

Die Ausdriicke vor den geschweiften Klammern ent-
halten nur universelle Konstanten und Materialkon-
stanten. Sie geben die absolute Grofle des Effektes
an. Die Geschwindigkeitsabhingigkeit der Energie-
abstrahlung wird durch die geschweiften Klammern
gegeben. Trigt man diese Klammern fiir verschie-

10 /
[ o

{Kl} {_K,]

1—(2+7%) fj;]

fir b<v<e, (7.3)

(=Y [sa+m S -5} @a
T v v

fir a<v<e.

dene v-Werte auf, so erhalt man die in Abb. 1 und
Abb. 2 gezeigten Kurven. Die Kurve fiir die Energie-
abstrahlung durch Longitudinalwellen beginnt bei
v=a und geht, nach Durchlaufen eines Maximums
im Bereich noch kleiner Geschwindigkeiten, mit
wachsendem v gegen Null. Dagegen beginnt die
Kurve fiir die Energieabstrahlung durch Transversal-
wellen bei v = b und strebt, nach Durchlaufen eines
Maximums und eines Minimums im Bereich noch
kleiner Geschwindigkeiten, mit wachsendem v von
unten gegen den Wert eins. Der Verlauf der Ge-
schwindigkeitsabhidngigkeit hingt wesentlich ab von
der Art des untersuchten Kristalles. In dem von uns
betrachteten Fall (kubische Kristalle) werden bei
grolleren Geschwindigkeiten nur elastische Trans-
versalwellen angeregt.

In der folgenden Tabelle sind zahlenmiflige An-
gaben iiber die absolute Grofle des Effektes fiir ver-

1A
[\

06
N\
04 \\
02 =

—

1 2 2 4 5 6 7 8 9 10

/g

Abb. 1. Geschwindigkeitsabhidngigkeit der Energieabstrahlung
durch elastische Longitudinalwellen.
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- —— 85 . . .
= schiedene Kristalle zusammengestellt. Die Zahlen-
5z g
= =8 | £ s werte fiir die Materialkonstanten wurden dem Lan-
SR —:: DOLT-BORNSTEIN 7 entnommen. Bei der Berechnung
S = o
P der Zahlenwerte fir
< N
N 1 M == b s
2 3% | =2 acel /(30N 4 e ]/(3eNL)2
52 4e2cy -‘/ 4daM 4e2cyy ]/ daM
L ~5
- e e 'SE ; wurde fiir e die Elementarladung eingesetzt.
2E8 Z2 Der durch Cerexkov-Strahlung hervorgerufene
R - Energieverlust pro Wegldngeneinheit betrdgt fir
=R Elektronen einige keV pro cm (siehe JerLey 8). Der
L M . . . .
- ié;é hier untersuchte Effekt, der ja ein mechanisches Ana-
- T‘ : 5 logon zum Cerexkov-Effekt ist, zeigt also eine
§8 wesentlich groBere Energieabstrahlung. Sie wird
o 25 wahrscheinlich dadurch etwas herabgesetzt, dal} bei
0 . o . . .
5en %o-g den piezoelektrischen Konstanten Dispersion auftritt.
3 E ¢ Um diese Erscheinung beriicksichtigen zu konnen,
= 9 . . . . .
& e 1 8 miifite man im Besitz einer atomistischen Theorie der
s .
I “g piezoelektrischen Konstanten sein. Das ist aber bis
2= heute leider nicht der Fall. Die GroBlenordnung des
£z Effektes diirfte aber durch die Dispersion kaum ge-
o |E< snd d
15— of | 2.5 andert werden.
==Y lE&x
S 3
e -t Herr Prof. Dr. M. KonLer regte diese Arbeit an und
cw | & 5 forderte sie durch Ratschlage und Diskussionen. Dafiir
€ S :% mochte ich ihm an dieser Stelle herzlich danken. Herrn
p— g . . . L
1= Prof. Dr. G. Laurz danke ich fiir die kritische Durch-
S g sicht des Manuskriptes.
s
B % o <
5 7 Laxpovrt-Bornstein, Zahlenwerte und Funktionen aus Phy-
e = sik, Chemie, Astronomie, Geophysik, Technik, II. Band,
S S = 6. Teil, Springer-Verlag, Berlin 1959.
S w |~ 8 J.V.Jeey, Cerenkov Radiation and Its Applications,
RGN 8 Pergamon Press, London — New York — Paris—Los Angeles
R e 1958.




